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Analiza trwania, znana réwniez pod nazwg analizy przezycia badz analizy historii
zdarzen, stanowi grupe metod stuzacych badaniu rozktadu zjawisk w czasie. Podsta-
wowym zadaniem metod analizy trwania jest modelowanie proceséw trwania mie-
dzy dwoma momentami - poczatkowym i koncowym. Metody te coraz szerzej wyko-
rzystuje sie w ekonomii i naukach spotecznych, czego efektem sa liczne monografie
i artykuty naukowe zaréwno o charakterze metodycznym (m.in. Fratczak, Gach-Cie-
piela, Babiker 2005; Balicki 2006; Landmesser 2013), jak i aplikacyjnym!. Fratczak,
Gach-Ciepiela, Babiker (2005) dokonali nastepujacej klasyfikacji metod analizy
trwania:
e metody pojedynczych epizodéw, w tym metody:

- jednego momentu poczatkowego i jednego momentu koncowego?;

- jednego momentu poczatkowego i wielu ré6znych momentéw koncowych (ry-

zyko konkurencyjne);

e metody wielu epizodéw z wieloma momentami poczatkowymi i wieloma mo-

mentami koncowymi.
W kazdej z powyzszych grup metod mogg by¢ estymowane modele nieparame-
tryczne, parametryczne i semiparametryczne. Inng klasyfikacje przyjeta Landmesser
(2013), ktéra wyroznita wérdd metod analizy trwania modele jednowymiarowych
czas6w trwania oraz wielowymiarowych czaséw trwania, a wéréd tych ostatnich -
modele wielokrotnych epizodéw. Przyjmowane w literaturze nazewnictwo doty-
czace metod analizy trwania, jak i klasyfikacja tych metod sa wiec zréznicowane.
Analizowane w niniejszej pracy modele mozna zaklasyfikowa¢ do modeli pojedyn-
czych epizodéw, wedtug klasyfikacji Fratczak, Gach-Ciepieli i Babikera (2005). Mo-
dele te zostaty podzielone przez autorke na modele czasu trwania do wystgpienia
pojedynczego zdarzenia (jeden moment poczatkowy i jeden rodzaj zdarzenia okre-
$lajacy moment konicowy) oraz modele czasu trwania do wystgpienia pierwszego ze
zdarzen konkurujacych (jeden moment poczatkowy i wiele réznych zdarzen okresla-
jacych moment konicowy). Natomiast wedtug klasyfikacji Landmesser (2013) rozwa-
zane modele mozna zakwalifikowa¢ zar6wno do modeli jednowymiarowych czaséw
trwania, jak i modeli wielowymiarowych czaséw trwania (z pominieciem modeli
wielokrotnych epizodow).

1 Obszerny przeglad piSmiennictwa w zakresie wykorzystania metod analizy trwania w ekono-
mii przedstawiono w pracy Landmesser 2013.

2 W pracy Fratczak, Gach-Ciepiela, Babiker 2005 moment poczatkowy jest nazywany ,stanem
wyijécia”, a moment koncowy ,stanem przeznaczenia”.
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W praktyce, gdy jest mowa o metodach analizy trwania, najczesciej rozwaza sie
tylko przypadek wystgpienia jednego momentu poczatkowego i jednego rodzaju mo-
mentu koncowego. Przyjmuje sie wiec zatozenie, ze kazda jednostka musi doznaé
zdarzenia okres$lajacego wystgpienie momentu koncowego. Zatozenie to ogranicza
przydatno$¢ metod analizy trwania w sytuacjach, gdy badane s3 zdarzenia, ktore nie
realizujg sie u wszystkich jednostek, lub gdy rozwaza sie przyczyny realizacji zda-
rzen, np. przy badaniu upadtosci przedsiebiorstw czy niewyptacalnosci kredytobior-
cow. Jezeli analizowane sa rézne typy momentow koncowych, przewaznie nie uzywa
sie ogoélnego pojecia ,analiza trwania” czy ,analiza przezycia”, lecz méwi sie o anali-
zie lub teorii zdarzen konkurujacych (ang. competing risks). W tym kontekscie teoria
zdarzen konkurujacych stanowi rozwiniecie analizy czasu trwania na przypadek wy-
stapienia jednej z réznych przyczyn zdarzenia koniczacego czas trwania jednostki.

Idea zdarzen konkurujacych zostata nakreslona juz w pracy Bernoulliego (1766),
jednak dopiero w ostatnich dwdch dekadach nastgpit wzrost zainteresowania tymi
metodami i coraz czesciej s3 podejmowane préoby zastosowania modeli zdarzen kon-
kurujacych w réznych dziedzinach. W literaturze polskojezycznej zalezne ryzyka
konkurencyjne (w niniejszej monografii nazywane zdarzeniami konkurujacymi)
byty przedstawiane w kontek$cie badania aktywno$ci ekonomicznej ludnosci (Frat-
czak, Gach-Ciepiela, Babiker 1996; Landmesser 2013). Pewng luke, zdaniem autorki,
stanowi brak pracy, ktéra w sposéb kompleksowy systematyzowataby zagadnienia
dotyczace niezaleznych zdarzen konkurujacych. Tylko wybrane zagadnienia zwig-
zane z zastosowaniami niezaleznych zdarzen konkurujacych w analizie r6znych pro-
blemdéw ekonomiczno-spotecznych podejmowane byty m.in. w pracach dotyczacych
ryzyka niewyptacalnosci kredytobiorcy (Matuszyk 2015; Wycinka 2015a; 2015b;
2017a; 2017b; Wycinka, Jurkiewicz 2017; 2019) oraz w pracach odnoszacych sie do
ryzyka wyjscia z bezrobocia (Bieszk-Stolorz 2017; 2018). Kolejnym powodem pod-
jecia tematu przez autorke byto to, Ze w badaniach ryzyka niewyptacalnosci wyko-
rzystywano do tej pory gtéwnie modele pojedynczych zdarzen. Natomiast w pracach,
w ktoérych identyfikowano wcze$niejsza sptate kredytu jako zdarzenie konkurujace
(m.in. Stepanova, Thomas 2002; Andreeva 2006; Matuszyk 2015), rozwazano od-
dzielnie rozktady brzegowe poszczegélnych czaséw zdarzen bez analiz rozktadéw
tacznych. Wkitadem autorki w badania nad modelami czaséw do wystapienia niewy-
ptacalnosci jest propozycja wykorzystania subdystrybuant rozktadéw jako modeli
zdarzen konkurujacych. Zagadnienie to zostato naszkicowane w pracy Competing
risks models of default in the presence of early repayment (Wycinka 2019) oraz rozwi-
niete w niniejszej monografii.

Celem monografii jest wskazanie metod odpowiednich do modelowania
czaséOw trwania do wystapienia niezaleznych zdarzen konkurujacych oraz
ocena przydatnosci tych metod do badania ryzyka niewyptacalnos$ci pozyczko-
biorcy. Prezentowane metody sa uniwersalne w obszarze mozliwych ich zastoso-
wan. W niniejszej pracy metody te przedstawiono w sposéb ogélny tak, aby umozli-
wito to fatwa ich aplikacje do rozwiazywania réznych probleméw badawczych z za-
kresu ekonomii i nauk spotecznych.
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Zostaty sformutowane nastepujace cele szczegétowe o charakterze poznawczym:

1. identyfikacja funkcji opisujgcych rozktad zdarzen w przypadku pojedynczych
i konkurujacych zdarzen,

2. systematyzacja i analiza poréwnawcza nieparametrycznych i semiparametrycz-
nych modeli czasu trwania do wystapienia pierwszego ze zdarzen konkurujacych,

3. wykrycie prawidtowosci statystycznych w ksztattowaniu sie ryzyka niewyptacal-
nosci w pozyczkach dtugoterminowych.

Cele praktyczne pracy polegaly na:

1. skonstruowaniu modeli trwania ze wzgledu na ryzyko niewyptacalnosci dla po-
zyczek dtugoterminowych,

2. empirycznej weryfikacji przydatnos$ci zaprezentowanych metod zdarzen konku-
rujacych w ocenie niewyptacalnosci pozyczkobiorcéw w przypadku pozyczko-
biorcéw dtugoterminowych,

3. wskazaniu zagrozen przy stosowaniu metod analizy trwania zaréwno dla zda-
rzen pojedynczych, jak i konkurujacych.

W pracy weryfikowane sg nastepujace hipotezy badawcze:

1. ryzyko niewyptacalnosci i ryzyko wcze$niejszej sptaty sa zdarzeniami konkuru-
jacymi i konstrukcja modeli czasu trwania do wystapienia niewyptacalnosci wy-
maga uwzglednienia rozktadu czasu do wystapienia wcze$niejszej sptaty,

2. polaczenie réznych metod transformacji zmiennych objasniajacych pozwala na
wykrycie rodzaju zwigzku tgczacego poszczegélne zmienne objasniajace ze
zmienng objasniang w semiparametrycznych modelach zdarzen konkurujacych,

3. modele niewyptacalnosci w dtugoterminowych umowach sa wrazliwe na wyste-
powanie warto$ci wptywowych nawet w przypadku bardzo duzych proéb,

4. stosowanie réznych metod weryfikacji zatozenia proporcjonalnosci hazardéw
moze dawac rézne wyniki, co nie jest obojetne dla poprawnosci i jakosci budowa-
nych modeli.

Praca sktada sie z czesci teoretycznej (rozdziaty 1-3) oraz czesci empirycznej
(rozdziaty 4-6). W czesci teoretycznej przedstawiono podstawowe funkcje opisujace
rozktad trwania w przypadku rozwazania pojedynczych zdarzen, jak i zdarzen kon-
kurujacych. Nakreslono réwniez najwazniejsze etapy rozwoju teorii zdarzen konku-
rujacych. Wprowadzony w pierwszym rozdziale aparat pojeciowy jest wykorzystany
w rozdziale drugim, w ktérym scharakteryzowano nieparametryczne modele czasu
trwania oraz semiparametryczny model proporcjonalnych hazardéw w przypadku
pojedynczego zdarzenia. Szczegbdlng uwage poswiecono metodom badania popraw-
nosci i jako$ci modelu oraz weryfikacji zalozenia proporcjonalnosci. Jako alterna-
tywne podejscie przedstawiono modele oparte o pseudoobserwacje, niewymagajace
przyjmowania zatozenia proporcjonalnos$ci hazardéw. Na bazie modeli dla zdarzenia
pojedynczego zaprezentowanych w rozdziale drugim konstruowane sa modele zda-
rzen konkurujacych, ktérych systematyke zawiera rozdziat trzeci.

W rozdziale czwartym, poprzez analogie do ryzyka kredytowego, nakreslono
istote badania niewyptacalnosci pozyczkobiorcy. Badanie empiryczne przeprowa-
dzono na prébie pozyczkobiorcéw najwiekszej platformy pozyczek spotecznoscio-
wych w USA. Dane te sa jawne i w pelni dostepne, co umozliwia weryfikacje wynikéw
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badan i ich poréwnywalno$¢ z badaniami innych autoréw. W rozdziale czwartym do-
konano przegladu badan naukowych w zakresie modeli ryzyka niewyptacalnosci,
ktdre byty prowadzone na tej samej populacji. Wyodrebniono najwazniejsze predyk-
tory ryzyka niewyptacalnosci. Zidentyfikowano luki badawcze w postaci braku ana-
liz pozyczkobiorcéw diugoterminowych (60 miesiecy) oraz pomijania w badaniach
kwestii wyboru odpowiedniej postaci funkcji zmiennych objasniajacych.

Rozdziat piagty zostat poswiecony poszukiwaniom optymalnych postaci funkcji
dla ilosciowych i jako$ciowych predyktoréw niewyptacalnosci oraz wczesniejszej
splaty pozyczki. Na bazie tak przygotowanych zmiennych w rozdziale széstym zbu-
dowano modele ryzyka niewyptacalno$ci z uwzglednieniem ryzyka wcze$niejszej
sptaty jako zdarzenia konkurujacego. Zawarto tu réwniez dyskusje na temat zalet
i ograniczen modeli zdarzen konkurujacych wynikajacych ze specyfiki ryzyka kredy-
towego. Szczegb6lng uwage poswiecono konsekwencjom niespetnienia zatozenia pro-
porcjonalnosci hazardow w przypadku predyktoréw ryzyka niewyptacalnosci w mo-
delach dla uméw diugoterminowych.

Problem zdarzen konkurujgcych wystepuje w badaniach wielu réznych zjawisk
ekonomicznych. Modele zaprezentowane w tej monografii w konteks$cie ryzyka nie-
wyptacalnosci pozyczkobiorcéw moga by¢ zastosowane do oceny ryzyka kredyto-
wego. Metody te maja charakter uniwersalny i moga by¢ bezposrednio przetozone
roéwniez na inne problemy badawcze.

* %k %k

Chciatabym podziekowa¢ wszystkim osobom, bez ktoérych wsparcia nie powstataby
ta praca. W szczego6lnosci sktadam podziekowania dr hab. Joannie Landmesser za
cenne uwagi, ktére wptynely na ostateczny ksztalt niniejszej monografii. Pragne
réwniez podziekowa¢ dr hab. Beacie Jackowskiej, prof. UG, ktéra jako pierwsza
oczami matematyka spojrzata na powstajaca publikacje oraz dr Tomaszowi Jurkie-
wiczowi - za wprowadzenie w tajniki programowania w R.



Rozdzial 1
Probabilistyczne ujecie czasu

1.1. Czas trwania do wystapienia pojedynczego zdarzenia

W analizie przetrwania przedmiotem obserwacji jest przedziat czasu miedzy dwoma
zdarzeniami: poczatkowym i koficowym. Zdarzenie poczatkowe inicjuje stan, w ja-
kim znajduja sie jednostki populacji, a zdarzenie konicowe, ktére dalej bedzie nazy-
wane zdarzeniem, powoduje, Ze jednostka wychodzi z tego stanu. Przyjmuje sie za-
ozenie, ze jednostka moze doznac zdarzenia tylko raz i nie ma mozliwo$ci powrotu
do populacjil. Przedziat czasu miedzy zdarzeniem poczatkowym a koncowym jest
okreslany czasem trwania (Rossa 20054, s. 10). Czas trwania dla kazdej jednostki jest
mierzony od zdarzenia poczatkowego. W rezultacie w wiekszos$ci badan wykorzysty-
wane sa dwie skale czasu: czas kalendarzowy oraz czas badania.

Czas trwania jest nieujemng zmienng losowg, oznaczang jako T, ktérg opisuje sie
przez funkcje probabilistyczne: gestosci prawdopodobienstwa, dystrybuanty, trwa-
nia, hazardu i skumulowanego hazardu. Kazda z tych funkcji w sposéb jednoznaczny
wyznacza rozktad zmiennej T i umozliwia wyznaczenie pozostatych funkcji (Jackow-
ska 2013). Jak podkreslajg Hosmer, Lemeshow, May (2008, s. 16), specyfika analizy
przetrwania jest to, ze kluczowa role odgrywa w niej estymacja dystrybuanty roz-
ktadu, za$ drugorzedna - parametry rozktadu i ich estymacja. Zmienna losowa T to
zmienna ciggta, jednak ze wzgledu na ograniczenia metod pomiaru w niektérych sy-
tuacjach zasadne jest traktowanie jej jako zmiennej dyskretnej.

1.1.1. Czas trwania jako ciagla zmienna losowa

Niech n bedzie wielkos$cig préoby (i = 1, ...,n), Ty, Ty, ..., T, beda nieujemnymi, nieza-
leznymi zmiennymi losowymi o identycznym rozktadzie zdefiniowanym przez funk-
cje dystrybuanty F. Zmienne T; wyznaczaja czas trwania do wystapienia badanego
zdarzenia u jednostki i, a ich dystrybuanty sg sobie réwne:

1 Zatozenie to nie jest konieczne, gdy rozwaza sie modele wielokrotnych epizodéw, w ktérych
jednostka moze wielokrotnie doznawac kolejno zdarzen poczatkowych i konicowych, co oznacza, Ze
wielokrotnie powraca do populacji. Przyktadem takich populacji sa bezrobotni, dla ktérych podjecie
pracy jest zdarzen powodujacym opuszczenie populacji bezrobotnych, a utrata pracy moze by¢ zda-
rzeniem powodujacym powrdt do populacji bezrobotnych (szerzej modele te s3 opisane
m.in. w pracy Landmesser 2013).
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F1=F2 =...=Fn=F.

Funkcja gestosci rozktadu zmiennej losowej T (ang. density function) jest okres$lona
wzorem
. P(t<Tst+6t)
f@ = lim =—5— (11)
Wyrazenie f(t) 6t mozna rozumiec¢ jako graniczne prawdopodobienstwo, ze jed-
nostka dozna zdarzenia w nieskornczenie matym przedziale czasu (t, t + &t). Funkcja
gestosci spetnia nastepujace warunki:

Vier f(£) 20 (1.2)

oraz

L7 fde = 1. (1.3)

Dla T < 0 funkcja gestos$ci przyjmuje wartos¢ réwng zeru.
Funkcja dystrybuanty lub inaczej dystrybuanta (ang. distribution function, cumu-
lative distribution function) okres$lona jest wzorem

F() =P(T <t) (1.4)

i wyraza prawdopodobienstwo, ze jednostka doswiadczy zdarzenia najpézniej
w momencie ¢t.
Relacje miedzy funkcjg gestos$ci a dystrybuantg mozna przedstawi¢ jako

fo==2 (1.5)
o ile funkgcja f jest ciagta w punkcie t lub jako
F(t) = [, f(u)du. (1.6)
Dystrybuanta musi speinia¢ nastepujace warunki:
1) tljrpr(t) =0, (1.7)
2) tlLrg F(t) =1, (1.8)

3) F jest funkcja niemalejaca,

4) F jest funkcja co najmniej prawostronnie ciggta (Jakubowski, Sztencel 2006).
Funkcja trwania S(t), nazywana rowniez funkcjg przetrwania lub funkcja dozycia

(ang. survival function), jest zdefiniowana jako

St)=P(T >1t) (1.9)
i stanowi ona dopelnienie do jednos$ci dystrybuanty rozktadu
St) =1-F(). (1.10)

Okresla prawdopodobienstwo, Ze jednostka nie dozna zdarzenia do momentu t. Czas
trwania jednostki jest wiec dtuzszy niz t.
Funkcja trwania spelnia nastepujace warunki:

1) lim (@) =1, (1.11)
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2) lim S(¢) = 0, (1.12)

3) S jest funkcja nierosnaca,
4) S jest funkcjg co najmniej prawostronnie ciggta.

Warunek 2) jest rownowazny przyjeciu zatozenia, ze wszystkie jednostki musza
doznac¢ zdarzenia, nieznany jest tylko czas jego nastapienia. Zatozenie takie ma uza-
sadnienie, gdy badane sa populacje istot Zzywych, a analizowane zdarzenie to zgon.
Natomiast w wielu innych zastosowaniach analizy przetrwania, dla wiekszosci ro-
dzajow analizowanych zdarzen, zatozenie to nie jest spetnione. Przyktadowo anali-
zowana w czeSci drugiej niniejszej monografii zmienna czas trwania pozyczek nie
zawsze konczy sie wystapieniem zdarzenia niewyptacalno$¢ pozyczkobiorcy. Dla-
tego w kolejnych rozdziatach beda rozwazane uogo6lnienia metody analizy przetrwa-
nia na wiecej typow zdarzen konicowych.

Rozktad funkcji czasu trwania moze by¢ opisany rowniez funkcja hazardu, nazy-
wang takze funkcja intensywnosci (ang. hazard/intensity/force function) i wyrazong
wzorem:

P(t<Tst+6t|T>t
h(t) = t—>0 % _
Funkcja hazardu jest graniczng warto$cig warunkowego prawdopodobienstwa zda-
rzenia przypadajaca na jednostke czasu w przedziale od t do t + 8t, przy malejacej
do zera dtugosci przedziatu i pod warunkiem, ze dla jednostki nie wystapito zdarze-
nie do momentu t (Balicki 2006). Funkcja hazardu moze by¢ réwniez wyrazona za
pomoca wzoru

(1.13)

h(t) =122 Eg (1.14)

Spelnia ona nastepujgce warunki:
Dh)=0 (1.15)
2) h moze by¢ funkcja malejacg, rosnaca, stata lub jej monotoniczno$¢ moze sie
zmieniac.

Skumulowana funkcja hazardu wyrazona jest wzorem

H(t) = [, h(u) du. (1.16)
Funkcja hazardu skumulowanego nie ma prostej interpretacji w sensie probabili-
stycznym (Zhang 2017). Relacje miedzy funkcjami przedstawiajg wzory ((1.17)-
(1.21)). Funkcja dystrybuanty moze by¢ wyrazona za pomocg innych funkgc;ji jako
F(t) =1-5(t) = [} f(u)du =1 —exp [~ f; h (wdu| =
=1—exp[-H(t)]. (1.17)
Funkcja trwania moze by¢ wyrazona nastepujaco
S =1—-F(@) = f:wf(u)du = exp [— foth(u)du] =exp[—H(t)]. (1.18)
Funkcja gestos$ci rozktadu moze by¢ wyznaczona jako

f©) = -Z2 = LD = p)exp [ f; h(w)du] = - 22EHO)

— (1.19)
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Funkcje hazardu mozna przedstawic jako
_alns(e) _  aI[1-F(®)] _  f(&)  _ 9H()

h(t) = dt dt T rwadu at ’ (1.20)
natomiast funkcje skumulowanego hazardu jako
_ _ _ _ f;h(u)du ot
H(®) =—-In(1-F(t)) = —InS(¢t) = e Jy h(w)du (1.21)

[Balicki 2006; Jackowska 2013; Landmesser 2013].

Graficzng prezentacje zalezno$ci miedzy piecioma opisanymi funkcjami dla przy-
ktadowych postaci funkcji hazardu przedstawiajag wykresy 1.1-1.3. Uwzgledniono
nastepujgce rodzaje hazardéw: staty (wykres 1.1), U-ksztattny? (wykres 1.2) oraz
o nieregularnym przebiegu (wykres 1.3)3. W literaturze najczesciej przedstawiane
sa powyzsze relacje dla monotonicznej postaci funkcji hazardu, natomiast w prak-
tyce najczesciej mamy do czynienia z funkcjami U-ksztattnymi lub z funkcjami ha-
zardu o zmiennym przebiegu monotonicznosci (por. Rajarshi i Rajarshi 1988).

Hazard Gestos¢
. .
S | o |
| [=)
0 | il
S S |
I I I I I I o I I I I I
0 20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
Czas Czas
Funkcja trwania i dystrybuanty Skumulowany hazard
o |
o 0
| w0
o _| |
S \ \ \ i ° \ \ \ \ \
40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Czas Czas

Wykres 1.1. Funkcje probabilistyczne dla rozktadu o stalym hazardzie
Zrédto: opracowanie wtasne.

2 Aby funkcja hazardu byta U-ksztaltna, ale jednocze$nie zalezata od mozliwie matej liczby pa-
rametréw, wykorzystano funkcje hazardu uogélnionego rozktadu jednostajnego zaproponowanego
w pracy Sankaran i Jayakumar 2016.

3 Wszystkie wykresy byly wyznaczane na podstawie 1000 obserwacji wygenerowanych z po-
pulacji o ustalonej (wykresy 1.1 i 1.2) funkgcji hazardu lub funkcji hazardu o zmiennej monotonicz-
noéci (wykres 1.3) Obliczenia i wykresy wykonano w programie R (R Development Core Team
2017) z wykorzystaniem funkcji sim.survdata() z pakietu Coxed.
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Wykres 1.2. Funkcje probabilistyczne dla rozktadu o U-ksztattnym hazardzie

Zrédto: opracowanie wtasne.
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Wykres 1.3. Funkcje probabilistyczne dla rozktadu o zmiennym hazardzie

Zrédto: opracowanie whasne.

Czas trwania moze by¢ rowniez opisany za pomocg prawdopodobienstw warunko-
wych. Warunkowe prawdopodobienstwo zdarzenia w jednostkowym przedziale czasu
(t, t + 1] pod warunkiem, ze jednostka nie doznata zdarzenia do czasu t, wynosi

_ P(t<Tst+1) _ F(t+1)—F(t) _ S()-S(t+1)

9t = "o

1-F(t)

= TP, (1.22)
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Natomiast warunkowe prawdopodobienstwo przetrwania w jednostkowym prze-
dziale czasu (t, t + 1] pod warunkiem, ze jednostka nie doznata zdarzenia do czasu t,
wynosi

__ P(T>t+1) _ 1-F(t+1) _ S(t+1)
Pr = P(T>t)  1-F@®)  S@)

(1.23)

Pomiedzy warunkowym prawdopodobienstwem zdarzenia a warunkowym prawdo-
podobienstwem przetrwania zachodzi réwnos¢

P = 1- q¢- (1.24)

Zalezno$¢ miedzy funkcja trwania a warunkowymi prawdopodobienistwami zdarze-
nia oraz przetrwania mozna rowniez wyrazic jako

S(®) = Ti=o(1 — q1) = [Tizo(@w)- (1.25)

Funkcja trwania jest wiec réwna iloczynowi prawdopodobienstw przetrwania kolej-
nych jednostkowych przedziatéw czasu (Balicki 2006; Bowers i in. 1997; Jackowska
2013; Kalbfleisch, Prentice 2002; Lee, Wang 2003).

1.1.2. Czas trwania jako dyskretna zmienna losowa

Jezeli metoda pomiaru czasu powoduje, Ze w jednym momencie t wiecej niz jedna
jednostka doznaje zdarzenia lub czas trwania jest arbitralnie podzielony na prze-
dziaty, zamiast modelu ciggtego mozna przyjac¢ model dyskretny (Rossa 2005a).

Niech T bedzie dyskretng zmienng losowa przyjmujacg wartosci t, (k =
=0,1,2,..) takie, ze t, =0 <t; <t, < t3 < --- < t,, gdzie w moze by¢ skonczone
lub nieskoniczone, z prawdopodobienstwami

f(ty) = P(T = tg). (1.26)
Funkcja trwania jest okres$lona jako
S@) =PT>1t) =Xy f (te), (1.27)

a prawdopodobienstwo, ze do zdarzenia dojdzie w momencie t; , mozna wyrazi¢
jako

f(te) = S(tr-1) — S(tx). (1.28)

Funkcja hazardu dla zmiennej dyskretnej jest warunkowym prawdopodobieristwem
wystapienia zdarzenia w momencie t;, pod warunkiem, ze jednostka dotrwa do mo-
mentu t,_q:

h(t,) = P(T = t,|T > t,_,) = 28 (1.29)

S(tk-1)

dla k = 1,2, ... w. Natomiast dla k = 0 zachodzi h(t,) = h(0) = 0. Nalezy zauwazy¢,
ze w przypadku zmiennej dyskretnej warto$ci funkcji hazardu sa ograniczone do
przedziatu h(t;) € [0,1]. Na podstawie zalezno$ci okres$lonej wzorem (1.28) mozna
wyrazi¢ funkcje hazardu za pomoca funkcji trwania jako

_ SQr—1)-S(tk) _ 4 _ S(tx)
M) =y = 1 St (1.30)
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Funkcja trwania moze by¢ wyrazona za pomoca funkcji hazardu jako

S(ti) = [z [1 = h(t)] (1.31)
(Pintilie 2006, s. 26), a funkcja prawdopodobienstwa jako
f(te) = h(t) T[T = h(t)]. (1.32)

Istnieje kilka definicji funkcji hazardu skumulowanego w rozktadzie zmiennej
skokowej. Wedtug pierwszej definicji skumulowana funkcja hazardu jest réwna

HO(6) = T h(t) (1.33)

(Pintilie 2006, s. 28). Taka funkcja skumulowanego hazardu nie spetnia jednak za-
leznosci przedstawionej wzorem (1.21). Zalezno$c¢ (1.21) jest podstawg dla alterna-
tywnej definicji skumulowanego hazardu (Cox, Oakes 1984, s. 15):

HA () = —1n(S(t)) = — X5, In[1 — h(t)]. (1.34)

Jezeli funkcja hazardu przyjmuje mate warto$ci w punktach ¢, to funkcje hazardu
skumulowanego wyznaczone na podstawie (1.33) oraz (1.34) sg zblizone (zob. Pin-
tilie 2006; Klein, Moeschberger 2003; Kalbfleisch, Prentice 2002).

1.2. Cenzurowanie: rodzaje, modele cenzurowania

Analiza przetrwania ma zastosowanie w szczegdlnosci, gdy czasy trwania niewszyst-
kich jednostek sg obserwowalne. Ze wzgledu na powdéd niemoznos$ci obserwacji cza-
sow trwania wszystkich jednostek mozna méwié¢ o cenzurowaniu (ang. censoring)
lub ucinaniu (ang. truncation) danych. Cenzurowanie wystepuje woweczas, gdy
wszystkie jednostki moga dosta¢ sie do proby, a w przypadku niektérych jednostek
czas obserwacji nie obejmuje w petni ich czasu trwania. Ucinanie polega na braku
mozliwosci badania niektérych jednostek, ktérych czas trwania jest krétszy (ucina-
nie lewostronne) lub dtuzszy (ucinanie prawostronne) niz ustalona warto$¢ pro-
gowa (Jackowska 2013, s. 89). W niniejszej pracy rozpatrywany bedzie tylko przypa-
dek cenzurowania danych. Badanie, w ktérym wszystkie jednostki w prébie doznaty
zdarzenia, nazywane jest badaniem kompletnym (ang. complete sample), natomiast
badanie, w ktérym czasy trwania dla czesci jednostek nie sg obserwowalne, nazy-
wane jest badaniem niekompletnym (ang. incomplete sample).

W zaleznoSci od tego, czy czas obserwacji jest nieznany z powodu zakoriczenia
obserwacji przed wystapieniem zdarzenia (koficowego), czy tez obserwacja, Ze za-
szto zdarzenie konicowe, jest przeprowadzana z opdZnieniem i nieznany jest rzeczy-
wisty moment wystgpienia zdarzenia konicowego, rozréznia sie odpowiednio cenzu-
rowanie prawostronne i lewostronne“. Cenzurowaniem prawostronnym okresla

4 Trzecim typem cenzurowania jest cenzurowanie przedzialowe (ang. interval censoring), ktore
wystepuje wtedy, gdy nie jest znany doktadny czas wystgpienia zdarzenia koricowego, ale znane sg
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sie sytuacje, gdy dla i-tej jednostki wiadomo jedynie, ze T; > C;, gdzie C; jest czasem
cenzurowania. Natomiast w przypadku cenzurowania lewostronnego, T; < IV/;,
gdzie W; jest czasem lewostronnego cenzurowania jednostki i (Rossa 2005a, s. 14-16).
Na wykresie 1.4 przedstawiono jednostki z czasem kompletnym (i = 2), cenzurowa-
nym prawostronnie (i = 1) oraz cenzurowanym lewostronnie (i = 3). Dla jednostek
cenzurowanych (i = 1 oraz i = 3) znane s3 tylko czasy cenzurowania, odpowiednio
Ci—, oraz W;_,.

T-
I 2 e zdarzenie
3 o--o
J
! ¢ cenzurowanie
Ti=2 Wi=3
Il L 1
2 T °
. Ci=1 \
N - L
’ Ti=1
A A
poczatek koniec czas
obserwac;ji obserwac;ji

Wykres 1.4. Obserwacje kompletne i cenzurowane
Zrédto: opracowanie wtasne.

Mozna wyro6zni¢ cenzurowanie typu I oraz typu II (Cohen 1991, s. 4). W cenzu-
rowaniu typu I czas cenzurowania jest z gory ustalony. W rezultacie w n-elemento-
wej prébie liczby obserwacji kompletnych i cenzurowanych znane sg dopiero w usta-
lonym momencie cenzurowania i nalezy je traktowac jako realizacje zmiennej loso-
wej. Natomiast w cenzurowaniu typu II ustalona jest z géry liczba obserwacji kom-
pletnych, a przez to i liczba jednostek cenzurowanych. Obserwacja préby konczy sie
w momencie wystapienia zatozonej liczby zdarzen; czas, w ktérym to nastapi, nie jest
wiec z gory znany (szerzej: Cohen 1991; Balicki 2006; Millard 2013). W zalezno$ci
od tego, czy ustalony jest jeden moment cenzurowania, czy tez jednostki sg cenzuro-
wane w jednym z wielu ustalonych, kolejnych momentéw, wyrdznia sie cenzurowa-
nie jednoetapowe (ang. single-stage censoring) oraz cenzurowanie stopniowe,
inaczej progresywne (ang. multiple, progressive censoring). W niniejszej pracy ana-
lizowany jest tylko przypadek cenzurowania prawostronnego i jednoetapowego.

Jezeli w badaniu zaplanowany jest moment zakonczenia badania, wynikajace
z tego cenzurowanie prawostronne nazywane jest cenzurowaniem arbitralnym
(ang. administrative censoring) (Rossa 2005a). Jednostki mogg mie¢ réwny lub rézny

granice przedziatu, w ktéorym do zdarzenia doszto. Cenzurowanie przedzialowe nie bedzie rozwa-
zane w niniejszej pracy.
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czas cenzurowania arbitralnego w zaleznosci od tego, czy dotaczaty do badania
w tym samym, czy réznym czasie kalendarzowym. Jezeli wszystkie jednostki przy-
stepuja do badania w tym samym momencie, czas cenzurowania C; = c jest jedna-
kowy dla wszystkich jednostek i nie jest zmienng losowa. Jezeli jednostki przystepuja
do badania w r6znych momentach i dodatkowo momenty przystepowania jednostek
do badania sg losowe, czas cenzurowania jest zmienng losowa (szerzej: Balicki 2006;
Jackowska 2013).

Cenzurowanie moze wystgpi¢ takze z powoddw niezaleznych od badacza, m.in.:
e utraty jednostki z pola obserwacji (ang. loss to follow-up),

e wycofania sie jednostki z badania (ang. withdrawal),
e wystgpienia zdarzen konkurujacych (ang. competing events).

W pierwszym przypadku obserwacja jednostki jest przerywana z powod6w nie-
zwigzanych z badanym zdarzeniem. Przyktadowo w badaniach spotecznych zmiana
miejsca zamieszkania jest przyczyna utraty danej osoby z obserwacji. Utrata jedno-
stek ma zwykle charakter losowy. Natomiast wycofanie sie jednostki z badania to
zwykle Swiadoma decyzja badanej jednostki lub badaczy, powstajaca czesto
w zwigzku z narazeniem na ryzyko wystapienia badanego zdarzenia. Przyktadowo
w badaniach medycznych pacjent przestaje by¢ czeScig obserwowanej zbiorowosci
chorych, jesli zostanie wzgledem niego zmieniona metoda leczenia. Je$li zmiana ta
jest zwiazana z pogorszeniem lub polepszeniem jego stanu zdrowia, ze wzgledu na
dana chorobe, wycofanie sie z badania nie jest losowe. Zdarzenia konkurujace to zda-
rzenia, ktérych wystgpienie uniemozliwia wystgpienie zdarzenia badanego. Zdarze-
nia konkurujace moga by¢ zar6wno niezalezne od zdarzenia badanego, jak i powia-
zane z rozktadem czasu trwania do wystapienia zdarzenia badanego.

Wiekszo$¢ metod analizy czasu trwania zaktada losowo$¢ oraz niezalezno$¢ cen-
zurowania. Cenzurowanie losowe oznacza, Ze jednostki, ktére bylty cenzurowane
w momencie t, sg reprezentatywne pod wzgledem rozktadu czasu trwania dla jedno-
stek, ktore dotrwaty do momentu t i nie sa cenzurowane, tj. intensywno$¢ (hazard)
dla jednostek cenzurowanych jest taka sama jak dla jednostek pozostajacych w pro-
bie (Kleinbaum, Klein 2012). Cenzurowanie niezalezne oznacza, ze w dowolnie wy-
branej grupie jednostek w prébie te z jednostek, ktére sg cenzurowane w momen-
cie t, maja taki sam rozktad czasu trwania jak jednostki z danej grupy, ktére pozo-
staja w prébie (Kleinbaum, Klein 2012). Cenzurowanie niezaleZne oznacza wiec, ze
dla wyodrebnionej grupy jednostek, np. ze wzgledu na pewnga ceche inng niz czas
trwania, cenzurowanie jest losowe w tej grupie. Cenzurowanie nieinforma-
cyjne/nieinformatywne (ang. non-informative censoring) ma miejsce wowczas, gdy
rozktad zmiennej T nie zawiera informacji o rozktadzie zmiennej C, i na odwroét (Kle-
inbaum, Klein 2012)5.

Cenzurowanie prowadzi do tego, Zze zmienna losowa T nie jest obserwowalna,
a jej rozktad nie jest identyfikowalny. Odtworzenie tego rozktadu jest jednak moz-
liwe, gdy przyjmie sie model cenzurowania nieinformatywnego (Rossa 20054, s. 19).

5 W pracy Rossa 2005a przedstawiono matematyczng definicje cenzurowania nieinformatywnego.
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Jednym z modeli nieinformatywnych jest model cenzurowania losowego i niezalez-
nego zdefiniowany przez Efrona (1967).

Niech T3, T>, ..., T, beda czasami trwania o rozkladzie opisanym dystrybuantg F,
funkcja trwania S oraz funkcja gestosci f. Z kolei niech Cy, Cs, ..., C, beda niezalez-
nymi, nieobserwowalnymi zmiennymi losowymi o identycznym rozktadzie opisa-
nym dystrybuantg G, funkcjg trwania G oraz funkcjg gestosci g. Zmienne C; s3 cza-
sami cenzurowania zwigzanymi z T; (Balicki 2006, s. 76; Miller 1981, s. 4). W modelu
losowym, niezaleznym obserwowalna jest para zmiennych (Y}, §;), taka ze czas ob-
serwacji jest zmienng losowa: ¥; = min(Tj;, C;) oraz
1gdyT; < (;
0gdyT; > C;
jest zmienng wskaznikowg informujgcg o tym, czy obserwacja jest kompletna, czy
cenzurowana. Zmienne losowe Y; sa czasami obserwacji dla poszczegdlnych jedno-
stek. Ze wzgledu na to, Ze poszczego6lne jednostki mogg zaistnie¢ w prébie w sposéb
losowy, jak i w spos6b losowy moze by¢ zakonczona ich obserwacja, zmienne Y; s3
traktowane jako zmienne niezalezne o identycznym rozktadzie®. Stanowi to konse-
kwencje tego, ze zmienne T; oraz C; s3 niezalezne.

5, =1(T<Y) = { (1.35)

1.3. Funkcja wiarygodnosci dla danych cenzurowanych

Funkcja wiarygodnosci to prawdopodobienstwo otrzymania zaobserwowanej
préby. Posta¢ funkcji wiarygodno$ci zalezy od tego, czy chodzi o badanie kompletne,
czy cenzurowane. Jako pierwsza zostanie przedstawiona podstawowa posta¢ funkcji
wiarygodnosci, tj. postaé dla badan kompletnych (Fisz 1969).

Niech F(x) bedzie dystrybuantg zmiennej losowej X. Niech dystrybuanta ta za-
lezy od m nieznanych parametréw «a, (k = 1,2, ..., m), ktére maja by¢ oszacowane
na podstawie proby n elementowej (xq, ..., X;,). Dla zmiennej losowej X, ktéra jest
typu skokowego z prawdopodobienstwami realizacji P(X = x;) = f(x;), gdzie
(i =1,2,...,n), ktore sa funkcjami parametréw ay, oraz dla zmiennej X typu ciggltego
o gestosci f(x), gdzie f(x;) sa funkcjami parametréw a,, funkcja wiarygodnosci
(wiarogodnosci) proby jest dana wzorem

L =1 f (). (1.36)

W badaniach cenzurowanych funkcja wiarygodnos$ci musi by¢ zmodyfikowana ze
wzgledu na wystepowanie obserwacji cenzurowanych i niesiong przez nie niepetna

6 Zmienne losowe X i Y o rozktadach okreslonych przez dystrybuanty, odpowiednio F; (x) oraz
F,(y), sa niezalezne, jesli dla dowolnej pary (x,y) zachodzi réwno$é: F(x,y) = F;(x)F,(y), gdzie
F(x,y) jest dystrybuantg zmiennej dwuwymiarowej (X, Y). Gdy zmienne sg niezalezne, rozktad wa-
runkowy jednej zmiennej jest jednakowy dla wszystkich warto$ci drugiej zmiennej. Innymi stowy,
jakakolwiek uzyskana warto$¢ jednej zmiennej nie daje zadnych informacji o rozktadzie drugiej
zmiennej (Fisz 1969).
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