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Wstęp 

Analiza trwania, znana również pod nazwą analizy przeżycia bądź analizy historii 

zdarzeń, stanowi grupę metod służących badaniu rozkładu zjawisk w czasie. Podsta-

wowym zadaniem metod analizy trwania jest modelowanie procesów trwania mię-

dzy dwoma momentami – początkowym i końcowym. Metody te coraz szerzej wyko-

rzystuje się w ekonomii i naukach społecznych, czego efektem są liczne monografie 

i artykuły naukowe zarówno o charakterze metodycznym (m.in. Frątczak, Gach-Cie-

piela, Babiker 2005; Balicki 2006; Landmesser 2013), jak i aplikacyjnym1. Frątczak, 

Gach-Ciepiela, Babiker (2005) dokonali następującej klasyfikacji metod analizy 

trwania: 

 metody pojedynczych epizodów, w tym metody: 

- jednego momentu początkowego i jednego momentu końcowego2; 

- jednego momentu początkowego i wielu różnych momentów końcowych (ry-

zyko konkurencyjne); 

 metody wielu epizodów z wieloma momentami początkowymi i wieloma mo-

mentami końcowymi. 

W każdej z powyższych grup metod mogą być estymowane modele nieparame-

tryczne, parametryczne i semiparametryczne. Inną klasyfikację przyjęła Landmesser 

(2013), która wyróżniła wśród metod analizy trwania modele jednowymiarowych 

czasów trwania oraz wielowymiarowych czasów trwania, a wśród tych ostatnich – 

modele wielokrotnych epizodów. Przyjmowane w literaturze nazewnictwo doty-

czące metod analizy trwania, jak i klasyfikacja tych metod są więc zróżnicowane. 

Analizowane w niniejszej pracy modele można zaklasyfikować do modeli pojedyn-

czych epizodów, według klasyfikacji Frątczak, Gach-Ciepieli i Babikera (2005). Mo-

dele te zostały podzielone przez autorkę na modele czasu trwania do wystąpienia 

pojedynczego zdarzenia (jeden moment początkowy i jeden rodzaj zdarzenia okre-

ślający moment końcowy) oraz modele czasu trwania do wystąpienia pierwszego ze 

zdarzeń konkurujących (jeden moment początkowy i wiele różnych zdarzeń określa-

jących moment końcowy). Natomiast według klasyfikacji Landmesser (2013) rozwa-

żane modele można zakwalifikować zarówno do modeli jednowymiarowych czasów 

trwania, jak i modeli wielowymiarowych czasów trwania (z pominięciem modeli 

wielokrotnych epizodów).  

                                                 
1 Obszerny przegląd piśmiennictwa w zakresie wykorzystania metod analizy trwania w ekono-

mii przedstawiono w pracy Landmesser 2013.  
2 W pracy Frątczak, Gach-Ciepiela, Babiker 2005 moment początkowy jest nazywany „stanem 

wyjścia”, a moment końcowy „stanem przeznaczenia”. 
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W praktyce, gdy jest mowa o metodach analizy trwania, najczęściej rozważa się 

tylko przypadek wystąpienia jednego momentu początkowego i jednego rodzaju mo-

mentu końcowego. Przyjmuje się więc założenie, że każda jednostka musi doznać 

zdarzenia określającego wystąpienie momentu końcowego. Założenie to ogranicza 

przydatność metod analizy trwania w sytuacjach, gdy badane są zdarzenia, które nie 

realizują się u wszystkich jednostek, lub gdy rozważa się przyczyny realizacji zda-

rzeń, np. przy badaniu upadłości przedsiębiorstw czy niewypłacalności kredytobior-

ców. Jeżeli analizowane są różne typy momentów końcowych, przeważnie nie używa 

się ogólnego pojęcia „analiza trwania” czy „analiza przeżycia”, lecz mówi się o anali-

zie lub teorii zdarzeń konkurujących (ang. competing risks). W tym kontekście teoria 

zdarzeń konkurujących stanowi rozwinięcie analizy czasu trwania na przypadek wy-

stąpienia jednej z różnych przyczyn zdarzenia kończącego czas trwania jednostki.  

Idea zdarzeń konkurujących została nakreślona już w pracy Bernoulliego (1766), 

jednak dopiero w ostatnich dwóch dekadach nastąpił wzrost zainteresowania tymi 

metodami i coraz częściej są podejmowane próby zastosowania modeli zdarzeń kon-

kurujących w różnych dziedzinach. W literaturze polskojęzycznej zależne ryzyka 

konkurencyjne (w niniejszej monografii nazywane zdarzeniami konkurującymi) 

były przedstawiane w kontekście badania aktywności ekonomicznej ludności (Frąt-

czak, Gach-Ciepiela, Babiker 1996; Landmesser 2013). Pewną lukę, zdaniem autorki, 

stanowi brak pracy, która w sposób kompleksowy systematyzowałaby zagadnienia 

dotyczące niezależnych zdarzeń konkurujących. Tylko wybrane zagadnienia zwią-

zane z zastosowaniami niezależnych zdarzeń konkurujących w analizie różnych pro-

blemów ekonomiczno-społecznych podejmowane były m.in. w pracach dotyczących 

ryzyka niewypłacalności kredytobiorcy (Matuszyk 2015; Wycinka 2015a; 2015b; 

2017a; 2017b; Wycinka, Jurkiewicz 2017; 2019) oraz w pracach odnoszących się do 

ryzyka wyjścia z bezrobocia (Bieszk-Stolorz 2017; 2018). Kolejnym powodem pod-

jęcia tematu przez autorkę było to, że w badaniach ryzyka niewypłacalności wyko-

rzystywano do tej pory głównie modele pojedynczych zdarzeń. Natomiast w pracach, 

w których identyfikowano wcześniejszą spłatę kredytu jako zdarzenie konkurujące 

(m.in. Stepanova, Thomas 2002; Andreeva 2006; Matuszyk 2015), rozważano od-

dzielnie rozkłady brzegowe poszczególnych czasów zdarzeń bez analiz rozkładów 

łącznych. Wkładem autorki w badania nad modelami czasów do wystąpienia niewy-

płacalności jest propozycja wykorzystania subdystrybuant rozkładów jako modeli 

zdarzeń konkurujących. Zagadnienie to zostało naszkicowane w pracy Competing 

risks models of default in the presence of early repayment (Wycinka 2019) oraz rozwi-

nięte w niniejszej monografii. 

Celem monografii jest wskazanie metod odpowiednich do modelowania 

czasów trwania do wystąpienia niezależnych zdarzeń konkurujących oraz 

ocena przydatności tych metod do badania ryzyka niewypłacalności pożyczko-

biorcy. Prezentowane metody są uniwersalne w obszarze możliwych ich zastoso-

wań. W niniejszej pracy metody te przedstawiono w sposób ogólny tak, aby umożli-

wiło to łatwą ich aplikację do rozwiązywania różnych problemów badawczych z za-

kresu ekonomii i nauk społecznych. 
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Zostały sformułowane następujące cele szczegółowe o charakterze poznawczym: 

1. identyfikacja funkcji opisujących rozkład zdarzeń w przypadku pojedynczych 

i konkurujących zdarzeń, 

2. systematyzacja i analiza porównawcza nieparametrycznych i semiparametrycz-

nych modeli czasu trwania do wystąpienia pierwszego ze zdarzeń konkurujących, 

3. wykrycie prawidłowości statystycznych w kształtowaniu się ryzyka niewypłacal-

ności w pożyczkach długoterminowych. 

Cele praktyczne pracy polegały na: 

1. skonstruowaniu modeli trwania ze względu na ryzyko niewypłacalności dla po-

życzek długoterminowych, 

2. empirycznej weryfikacji przydatności zaprezentowanych metod zdarzeń konku-

rujących w ocenie niewypłacalności pożyczkobiorców w przypadku pożyczko-

biorców długoterminowych,  

3. wskazaniu zagrożeń przy stosowaniu metod analizy trwania zarówno dla zda-

rzeń pojedynczych, jak i konkurujących. 

W pracy weryfikowane są następujące hipotezy badawcze: 

1. ryzyko niewypłacalności i ryzyko wcześniejszej spłaty są zdarzeniami konkuru-

jącymi i konstrukcja modeli czasu trwania do wystąpienia niewypłacalności wy-

maga uwzględnienia rozkładu czasu do wystąpienia wcześniejszej spłaty, 

2. połączenie różnych metod transformacji zmiennych objaśniających pozwala na 

wykrycie rodzaju związku łączącego poszczególne zmienne objaśniające ze 

zmienną objaśnianą w semiparametrycznych modelach zdarzeń konkurujących, 

3. modele niewypłacalności w długoterminowych umowach są wrażliwe na wystę-

powanie wartości wpływowych nawet w przypadku bardzo dużych prób, 

4. stosowanie różnych metod weryfikacji założenia proporcjonalności hazardów 

może dawać różne wyniki, co nie jest obojętne dla poprawności i jakości budowa-

nych modeli.  

Praca składa się z części teoretycznej (rozdziały 1–3) oraz części empirycznej 

(rozdziały 4–6). W części teoretycznej przedstawiono podstawowe funkcje opisujące 

rozkład trwania w przypadku rozważania pojedynczych zdarzeń, jak i zdarzeń kon-

kurujących. Nakreślono również najważniejsze etapy rozwoju teorii zdarzeń konku-

rujących. Wprowadzony w pierwszym rozdziale aparat pojęciowy jest wykorzystany 

w rozdziale drugim, w którym scharakteryzowano nieparametryczne modele czasu 

trwania oraz semiparametryczny model proporcjonalnych hazardów w przypadku 

pojedynczego zdarzenia. Szczególną uwagę poświęcono metodom badania popraw-

ności i jakości modelu oraz weryfikacji założenia proporcjonalności. Jako alterna-

tywne podejście przedstawiono modele oparte o pseudoobserwacje, niewymagające 

przyjmowania założenia proporcjonalności hazardów. Na bazie modeli dla zdarzenia 

pojedynczego zaprezentowanych w rozdziale drugim konstruowane są modele zda-

rzeń konkurujących, których systematykę zawiera rozdział trzeci. 

W rozdziale czwartym, poprzez analogię do ryzyka kredytowego, nakreślono 

istotę badania niewypłacalności pożyczkobiorcy. Badanie empiryczne przeprowa-

dzono na próbie pożyczkobiorców największej platformy pożyczek społecznościo-

wych w USA. Dane te są jawne i w pełni dostępne, co umożliwia weryfikację wyników 
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badań i ich porównywalność z badaniami innych autorów. W rozdziale czwartym do-

konano przeglądu badań naukowych w zakresie modeli ryzyka niewypłacalności, 

które były prowadzone na tej samej populacji. Wyodrębniono najważniejsze predyk-

tory ryzyka niewypłacalności. Zidentyfikowano luki badawcze w postaci braku ana-

liz pożyczkobiorców długoterminowych (60 miesięcy) oraz pomijania w badaniach 

kwestii wyboru odpowiedniej postaci funkcji zmiennych objaśniających. 

Rozdział piąty został poświęcony poszukiwaniom optymalnych postaci funkcji 

dla ilościowych i jakościowych predyktorów niewypłacalności oraz wcześniejszej 

spłaty pożyczki. Na bazie tak przygotowanych zmiennych w rozdziale szóstym zbu-

dowano modele ryzyka niewypłacalności z uwzględnieniem ryzyka wcześniejszej 

spłaty jako zdarzenia konkurującego. Zawarto tu również dyskusję na temat zalet 

i ograniczeń modeli zdarzeń konkurujących wynikających ze specyfiki ryzyka kredy-

towego. Szczególną uwagę poświęcono konsekwencjom niespełnienia założenia pro-

porcjonalności hazardów w przypadku predyktorów ryzyka niewypłacalności w mo-

delach dla umów długoterminowych. 

Problem zdarzeń konkurujących występuje w badaniach wielu różnych zjawisk 

ekonomicznych. Modele zaprezentowane w tej monografii w kontekście ryzyka nie-

wypłacalności pożyczkobiorców mogą być zastosowane do oceny ryzyka kredyto-

wego. Metody te mają charakter uniwersalny i mogą być bezpośrednio przełożone 

również na inne problemy badawcze. 

 

* * * 

Chciałabym podziękować wszystkim osobom, bez których wsparcia nie powstałaby 

ta praca. W szczególności składam podziękowania dr hab. Joannie Landmesser za 

cenne uwagi, które wpłynęły na ostateczny kształt niniejszej monografii. Pragnę 

również podziękować dr hab. Beacie Jackowskiej, prof. UG, która jako pierwsza 

oczami matematyka spojrzała na powstającą publikację oraz dr Tomaszowi Jurkie-

wiczowi – za wprowadzenie w tajniki programowania w R. 



Rozdział 1 
Probabilistyczne ujęcie czasu 

1.1. Czas trwania do wystąpienia pojedynczego zdarzenia 

W analizie przetrwania przedmiotem obserwacji jest przedział czasu między dwoma 

zdarzeniami: początkowym i końcowym. Zdarzenie początkowe inicjuje stan, w ja-

kim znajdują się jednostki populacji, a zdarzenie końcowe, które dalej będzie nazy-

wane zdarzeniem, powoduje, że jednostka wychodzi z tego stanu. Przyjmuje się za-

łożenie, że jednostka może doznać zdarzenia tylko raz i nie ma możliwości powrotu 

do populacji1. Przedział czasu między zdarzeniem początkowym a końcowym jest 

określany czasem trwania (Rossa 2005a, s. 10). Czas trwania dla każdej jednostki jest 

mierzony od zdarzenia początkowego. W rezultacie w większości badań wykorzysty-

wane są dwie skale czasu: czas kalendarzowy oraz czas badania. 

Czas trwania jest nieujemną zmienną losową, oznaczaną jako 𝑇, którą opisuje się 

przez funkcje probabilistyczne: gęstości prawdopodobieństwa, dystrybuanty, trwa-

nia, hazardu i skumulowanego hazardu. Każda z tych funkcji w sposób jednoznaczny 

wyznacza rozkład zmiennej 𝑇 i umożliwia wyznaczenie pozostałych funkcji (Jackow-

ska 2013). Jak podkreślają Hosmer, Lemeshow, May (2008, s. 16), specyfiką analizy 

przetrwania jest to, że kluczową rolę odgrywa w niej estymacja dystrybuanty roz-

kładu, zaś drugorzędną – parametry rozkładu i ich estymacja. Zmienna losowa 𝑇 to 

zmienna ciągła, jednak ze względu na ograniczenia metod pomiaru w niektórych sy-

tuacjach zasadne jest traktowanie jej jako zmiennej dyskretnej. 

1.1.1. Czas trwania jako ciągła zmienna losowa 

Niech 𝑛 będzie wielkością próby (𝑖 = 1, … , 𝑛), 𝑇1, 𝑇2, … , 𝑇𝑛 będą nieujemnymi, nieza-

leżnymi zmiennymi losowymi o identycznym rozkładzie zdefiniowanym przez funk-

cję dystrybuanty 𝐹. Zmienne 𝑇𝑖  wyznaczają czas trwania do wystąpienia badanego 

zdarzenia u jednostki 𝑖, a ich dystrybuanty są sobie równe: 

                                                 
1 Założenie to nie jest konieczne, gdy rozważa się modele wielokrotnych epizodów, w których 

jednostka może wielokrotnie doznawać kolejno zdarzeń początkowych i końcowych, co oznacza, że 

wielokrotnie powraca do populacji. Przykładem takich populacji są bezrobotni, dla których podjęcie 

pracy jest zdarzeń powodującym opuszczenie populacji bezrobotnych, a utrata pracy może być zda-

rzeniem powodującym powrót do populacji bezrobotnych (szerzej modele te są opisane 

m.in. w pracy Landmesser 2013). 
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 𝐹1 = 𝐹2 =. . . = 𝐹𝑛 = 𝐹. 

Funkcja gęstości rozkładu zmiennej losowej 𝑇 (ang. density function) jest określona 

wzorem 

 𝑓(𝑡) = lim
𝛿𝑡→0

𝑃(𝑡<𝑇≤𝑡+𝛿𝑡)

𝛿𝑡
. (1.1) 

Wyrażenie 𝑓(𝑡) 𝛿𝑡 można rozumieć jako graniczne prawdopodobieństwo, że jed-

nostka dozna zdarzenia w nieskończenie małym przedziale czasu (𝑡, 𝑡 + 𝛿𝑡). Funkcja 

gęstości spełnia następujące warunki: 

 ⋁ 𝑓(𝑡) ≥ 0𝑡∈𝑅  (1.2) 

oraz 

 ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 1
+∞

0
. (1.3) 

Dla 𝑇 < 0 funkcja gęstości przyjmuje wartość równą zeru. 

Funkcja dystrybuanty lub inaczej dystrybuanta (ang. distribution function, cumu-

lative distribution function) określona jest wzorem 

 𝐹(𝑡) = 𝑃(𝑇 ≤ 𝑡) (1.4) 

i wyraża prawdopodobieństwo, że jednostka doświadczy zdarzenia najpóźniej 

w momencie 𝑡. 

Relację między funkcją gęstości a dystrybuantą można przedstawić jako 

 𝑓(𝑡) =
𝜕𝐹(𝑡)

𝜕𝑡
, (1.5) 

o ile funkcja 𝑓 jest ciągła w punkcie 𝑡 lub jako 

 𝐹(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
𝑡

0
. (1.6) 

Dystrybuanta musi spełniać następujące warunki: 

1) lim
𝑡→−∞

𝐹(𝑡) = 0,  (1.7) 

2) lim
𝑡→∞

𝐹(𝑡) = 1,  (1.8) 

3) 𝐹 jest funkcją niemalejącą, 

4) 𝐹 jest funkcją co najmniej prawostronnie ciągłą (Jakubowski, Sztencel 2006). 

Funkcja trwania 𝑆(𝑡), nazywana również funkcją przetrwania lub funkcją dożycia 

(ang. survival function), jest zdefiniowana jako 

 𝑆(𝑡) = 𝑃(𝑇 > 𝑡) (1.9) 

i stanowi ona dopełnienie do jedności dystrybuanty rozkładu 

 𝑆(𝑡) = 1 − 𝐹(𝑡). (1.10) 

Określa prawdopodobieństwo, że jednostka nie dozna zdarzenia do momentu 𝑡. Czas 

trwania jednostki jest więc dłuższy niż 𝑡. 

Funkcja trwania spełnia następujące warunki: 

1) lim
𝑡→−∞

𝑆(𝑡) = 1,  (1.11) 
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2) lim
𝑡→∞

𝑆(𝑡) = 0,  (1.12) 

3) 𝑆 jest funkcją nierosnącą, 

4) 𝑆 jest funkcją co najmniej prawostronnie ciągłą. 

Warunek 2) jest równoważny przyjęciu założenia, że wszystkie jednostki muszą 

doznać zdarzenia, nieznany jest tylko czas jego nastąpienia. Założenie takie ma uza-

sadnienie, gdy badane są populacje istot żywych, a analizowane zdarzenie to zgon. 

Natomiast w wielu innych zastosowaniach analizy przetrwania, dla większości ro-

dzajów analizowanych zdarzeń, założenie to nie jest spełnione. Przykładowo anali-

zowana w części drugiej niniejszej monografii zmienna czas trwania pożyczek nie 

zawsze kończy się wystąpieniem zdarzenia niewypłacalność pożyczkobiorcy. Dla-

tego w kolejnych rozdziałach będą rozważane uogólnienia metody analizy przetrwa-

nia na więcej typów zdarzeń końcowych.  

Rozkład funkcji czasu trwania może być opisany również funkcją hazardu, nazy-

waną także funkcją intensywności (ang. hazard/intensity/force function) i wyrażoną 

wzorem: 

 ℎ(𝑡) = lim
𝛿𝑡→0

𝑃(𝑡<𝑇≤𝑡+𝛿𝑡|𝑇>𝑡)

𝛿𝑡
 . (1.13) 

Funkcja hazardu jest graniczną wartością warunkowego prawdopodobieństwa zda-

rzenia przypadającą na jednostkę czasu w przedziale od 𝑡 do 𝑡 + 𝛿𝑡, przy malejącej 

do zera długości przedziału i pod warunkiem, że dla jednostki nie wystąpiło zdarze-

nie do momentu 𝑡 (Balicki 2006). Funkcja hazardu może być również wyrażona za 

pomocą wzoru 

 ℎ(𝑡) =
𝑓(𝑡)

𝑆(𝑡)
 . (1.14) 

Spełnia ona następujące warunki: 

1) ℎ(𝑡) ≥ 0 (1.15) 

2) ℎ może być funkcją malejącą, rosnącą, stałą lub jej monotoniczność może się 

zmieniać. 

Skumulowana funkcja hazardu wyrażona jest wzorem 

 𝐻(𝑡) = ∫ ℎ(𝑢)
𝑡

0
𝑑𝑢 . (1.16) 

Funkcja hazardu skumulowanego nie ma prostej interpretacji w sensie probabili-

stycznym (Zhang 2017). Relacje między funkcjami przedstawiają wzory ((1.17)–

(1.21)). Funkcja dystrybuanty może być wyrażona za pomocą innych funkcji jako 

𝐹(𝑡) = 1 − 𝑆(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
t

0
= 1 − exp [− ∫ ℎ

𝑡

0
(𝑢)𝑑𝑢] = 

 = 1 − exp [−𝐻(𝑡)]. (1.17) 

Funkcja trwania może być wyrażona następująco 

 𝑆(𝑡) = 1 − 𝐹(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
+∞

𝑡
= exp [− ∫ ℎ

𝑡

0
(𝑢)𝑑𝑢] = exp [−𝐻(𝑡)]. (1.18) 

Funkcja gęstości rozkładu może być wyznaczona jako 

 𝑓(𝑡) = −
𝜕𝑆(𝑡)

𝜕𝑡
=

𝜕𝐹(𝑡)

𝜕𝑡
= ℎ(𝑡)exp [− ∫ ℎ(𝑢)𝑑𝑢

𝑡

0
] = −

𝜕 exp[−𝐻(𝑡)]

𝜕𝑡
 . (1.19) 
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Funkcję hazardu można przedstawić jako 

 ℎ(𝑡) = −
𝜕 ln 𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
= −

𝜕 ln[1−𝐹(𝑡)]

𝑑𝑡
=

𝑓(𝑡)

∫ 𝑓
∞

𝑡
(𝑢)𝑑𝑢

=
𝜕𝐻(𝑡)

𝑑𝑡
, (1.20) 

natomiast funkcję skumulowanego hazardu jako 

 𝐻(𝑡) = − ln(1 − 𝐹(𝑡)) = −ln𝑆(𝑡) =
∫ ℎ(𝑢)𝑑𝑢

𝑡
0

∫ ℎ(𝑣)𝑑𝑣
∞

𝑢

= ∫ ℎ(𝑢)𝑑𝑢
𝑡

0
  (1.21) 

[Balicki 2006; Jackowska 2013; Landmesser 2013]. 

Graficzną prezentację zależności między pięcioma opisanymi funkcjami dla przy-

kładowych postaci funkcji hazardu przedstawiają wykresy 1.1–1.3. Uwzględniono 

następujące rodzaje hazardów: stały (wykres 1.1), U-kształtny2 (wykres 1.2) oraz 

o nieregularnym przebiegu (wykres 1.3)3. W literaturze najczęściej przedstawiane 

są powyższe relacje dla monotonicznej postaci funkcji hazardu, natomiast w prak-

tyce najczęściej mamy do czynienia z funkcjami U-kształtnymi lub z funkcjami ha-

zardu o zmiennym przebiegu monotoniczności (por. Rajarshi i Rajarshi 1988).  
 

 

Wykres 1.1. Funkcje probabilistyczne dla rozkładu o stałym hazardzie  

Źródło: opracowanie własne. 

 

                                                 
2 Aby funkcja hazardu była U-kształtna, ale jednocześnie zależała od możliwie małej liczby pa-

rametrów, wykorzystano funkcję hazardu uogólnionego rozkładu jednostajnego zaproponowanego 

w pracy Sankaran i Jayakumar 2016. 
3 Wszystkie wykresy były wyznaczane na podstawie 1000 obserwacji wygenerowanych z po-

pulacji o ustalonej (wykresy 1.1 i 1.2) funkcji hazardu lub funkcji hazardu o zmiennej monotonicz-

ności (wykres 1.3) Obliczenia i wykresy wykonano w programie R (R Development Core Team 

2017) z wykorzystaniem funkcji sim.survdata() z pakietu Coxed. 
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Wykres 1.2. Funkcje probabilistyczne dla rozkładu o U-kształtnym hazardzie  

Źródło: opracowanie własne. 

 

 

Wykres 1.3. Funkcje probabilistyczne dla rozkładu o zmiennym hazardzie  

Źródło: opracowanie własne. 

Czas trwania może być również opisany za pomocą prawdopodobieństw warunko-

wych. Warunkowe prawdopodobieństwo zdarzenia w jednostkowym przedziale czasu 

(𝑡, 𝑡 + 1] pod warunkiem, że jednostka nie doznała zdarzenia do czasu 𝑡, wynosi 

 𝑞𝑡 =
𝑃(𝑡<𝑇≤𝑡+1)

𝑃(𝑇>𝑡)
=

𝐹(𝑡+1)−𝐹(𝑡)

1−𝐹(𝑡)
=

𝑆(𝑡)−𝑆(𝑡+1)

𝑆(𝑡)
. (1.22) 
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Natomiast warunkowe prawdopodobieństwo przetrwania w jednostkowym prze-

dziale czasu (𝑡, 𝑡 + 1] pod warunkiem, że jednostka nie doznała zdarzenia do czasu 𝑡, 

wynosi 

 𝑝𝑡 =
𝑃(𝑇>𝑡+1)

𝑃(𝑇>𝑡)
=

1−𝐹(𝑡+1)

1−𝐹(𝑡)
=

𝑆(𝑡+1)

𝑆(𝑡)
. (1.23) 

Pomiędzy warunkowym prawdopodobieństwem zdarzenia a warunkowym prawdo-

podobieństwem przetrwania zachodzi równość 

 𝑝𝑡 = 1 − 𝑞𝑡. (1.24) 

Zależność między funkcją trwania a warunkowymi prawdopodobieństwami zdarze-

nia oraz przetrwania można również wyrazić jako 

 𝑆(𝑡) = ∏ (1 − 𝑞𝑘) = ∏ (𝑝𝑘)𝑡−1
𝑘=0

𝑡−1
𝑘=0 . (1.25) 

Funkcja trwania jest więc równa iloczynowi prawdopodobieństw przetrwania kolej-

nych jednostkowych przedziałów czasu (Balicki 2006; Bowers i in. 1997; Jackowska 

2013; Kalbfleisch, Prentice 2002; Lee, Wang 2003).  

1.1.2. Czas trwania jako dyskretna zmienna losowa 

Jeżeli metoda pomiaru czasu powoduje, że w jednym momencie t więcej niż jedna 

jednostka doznaje zdarzenia lub czas trwania jest arbitralnie podzielony na prze-

działy, zamiast modelu ciągłego można przyjąć model dyskretny (Rossa 2005a). 

Niech 𝑇 będzie dyskretną zmienną losową przyjmującą wartości 𝑡𝑘 , (𝑘 = 

= 0,1,2, … ) takie, że 𝑡𝑜 = 0 ≤ 𝑡1 ≤ 𝑡2 ≤ 𝑡3 ≤ ⋯ ≤ 𝑡𝜔, gdzie 𝜔 może być skończone 

lub nieskończone, z prawdopodobieństwami  

 𝑓(𝑡𝑘) = 𝑃(𝑇 = 𝑡𝑘). (1.26) 

Funkcja trwania jest określona jako 

 𝑆(𝑡) = 𝑃(𝑇 > 𝑡) = ∑ 𝑓𝑡𝑘>𝑡 (𝑡𝑘), (1.27) 

a prawdopodobieństwo, że do zdarzenia dojdzie w momencie 𝑡𝑘 , można wyrazić 

jako 

 𝑓(𝑡𝑘) = 𝑆(𝑡𝑘−1) − 𝑆(𝑡𝑘). (1.28) 

Funkcja hazardu dla zmiennej dyskretnej jest warunkowym prawdopodobieństwem 

wystąpienia zdarzenia w momencie 𝑡𝑘, pod warunkiem, że jednostka dotrwa do mo-

mentu 𝑡𝑘−1: 

 ℎ(𝑡𝑘) = 𝑃(𝑇 = 𝑡𝑘|𝑇 > 𝑡𝑘−1) =
𝑓(𝑡𝑘)

𝑆(𝑡𝑘−1)
 (1.29) 

dla 𝑘 = 1,2, … 𝜔. Natomiast dla 𝑘 = 0 zachodzi ℎ(𝑡0) = ℎ(0) = 0. Należy zauważyć, 

że w przypadku zmiennej dyskretnej wartości funkcji hazardu są ograniczone do 

przedziału ℎ(𝑡𝑘) ∈ [0,1]. Na podstawie zależności określonej wzorem (1.28) można 

wyrazić funkcję hazardu za pomocą funkcji trwania jako 

 ℎ(𝑡𝑘) =
𝑆(𝑡𝑘−1)−𝑆(𝑡𝑘)

𝑆(𝑡𝑘−1)
= 1 −

𝑆(𝑡𝑘)

𝑆(𝑡𝑘−1)
. (1.30)
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Funkcja trwania może być wyrażona za pomocą funkcji hazardu jako  

 𝑆(𝑡𝑘) = ∏ [1 − ℎ(𝑡𝑖)]𝑘
𝑖=1  (1.31) 

(Pintilie 2006, s. 26), a funkcja prawdopodobieństwa jako 

 𝑓(𝑡𝑘) = ℎ(𝑡𝑘) ∏ [1 − ℎ(𝑡𝑖)]𝑘−1
𝑖=1 . (1.32) 

Istnieje kilka definicji funkcji hazardu skumulowanego w rozkładzie zmiennej 

skokowej. Według pierwszej definicji skumulowana funkcja hazardu jest równa  

 𝐻(1)(𝑡𝑘) = ∑ ℎ(𝑡𝑖)
𝑘
𝑖=1  (1.33) 

(Pintilie 2006, s. 28). Taka funkcja skumulowanego hazardu nie spełnia jednak za-

leżności przedstawionej wzorem (1.21). Zależność (1.21) jest podstawą dla alterna-

tywnej definicji skumulowanego hazardu (Cox, Oakes 1984, s. 15): 

 𝐻(2)(𝑡𝑘) = − ln(𝑆(𝑡𝑘)) = − ∑ ln[1 − ℎ(𝑡𝑖)]𝑘
𝑖=1 . (1.34) 

Jeżeli funkcja hazardu przyjmuje małe wartości w punktach 𝑡𝑘, to funkcje hazardu 

skumulowanego wyznaczone na podstawie (1.33) oraz (1.34) są zbliżone (zob. Pin-

tilie 2006; Klein, Moeschberger 2003; Kalbfleisch, Prentice 2002). 

 

1.2. Cenzurowanie: rodzaje, modele cenzurowania 

Analiza przetrwania ma zastosowanie w szczególności, gdy czasy trwania niewszyst-

kich jednostek są obserwowalne. Ze względu na powód niemożności obserwacji cza-

sów trwania wszystkich jednostek można mówić o cenzurowaniu (ang. censoring) 

lub ucinaniu (ang. truncation) danych. Cenzurowanie występuje wówczas, gdy 

wszystkie jednostki mogą dostać się do próby, a w przypadku niektórych jednostek 

czas obserwacji nie obejmuje w pełni ich czasu trwania. Ucinanie polega na braku 

możliwości badania niektórych jednostek, których czas trwania jest krótszy (ucina-

nie lewostronne) lub dłuższy (ucinanie prawostronne) niż ustalona wartość pro-

gowa (Jackowska 2013, s. 89). W niniejszej pracy rozpatrywany będzie tylko przypa-

dek cenzurowania danych. Badanie, w którym wszystkie jednostki w próbie doznały 

zdarzenia, nazywane jest badaniem kompletnym (ang. complete sample), natomiast 

badanie, w którym czasy trwania dla części jednostek nie są obserwowalne, nazy-

wane jest badaniem niekompletnym (ang. incomplete sample).  

W zależności od tego, czy czas obserwacji jest nieznany z powodu zakończenia 

obserwacji przed wystąpieniem zdarzenia (końcowego), czy też obserwacja, że za-

szło zdarzenie końcowe, jest przeprowadzana z opóźnieniem i nieznany jest rzeczy-

wisty moment wystąpienia zdarzenia końcowego, rozróżnia się odpowiednio cenzu-

rowanie prawostronne i lewostronne4. Cenzurowaniem prawostronnym określa 

                                                 
4 Trzecim typem cenzurowania jest cenzurowanie przedziałowe (ang. interval censoring), które 

występuje wtedy, gdy nie jest znany dokładny czas wystąpienia zdarzenia końcowego, ale znane są 
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się sytuację, gdy dla i-tej jednostki wiadomo jedynie, że 𝑇𝑖 > 𝐶𝑖, gdzie 𝐶𝑖  jest czasem 

cenzurowania. Natomiast w przypadku cenzurowania lewostronnego, 𝑇𝑖 < 𝑊𝑖 , 

gdzie 𝑊𝑖  jest czasem lewostronnego cenzurowania jednostki 𝑖 (Rossa 2005a, s. 14–16). 

Na wykresie 1.4 przedstawiono jednostki z czasem kompletnym (𝑖 = 2), cenzurowa-

nym prawostronnie (𝑖 = 1) oraz cenzurowanym lewostronnie (𝑖 = 3). Dla jednostek 

cenzurowanych (𝑖 = 1 oraz 𝑖 = 3) znane są tylko czasy cenzurowania, odpowiednio 

𝐶𝑖=1 oraz 𝑊𝑖=3. 
 

 

Wykres 1.4. Obserwacje kompletne i cenzurowane 

Źródło: opracowanie własne. 

Można wyróżnić cenzurowanie typu I oraz typu II (Cohen 1991, s. 4). W cenzu-

rowaniu typu I czas cenzurowania jest z góry ustalony. W rezultacie w n-elemento-

wej próbie liczby obserwacji kompletnych i cenzurowanych znane są dopiero w usta-

lonym momencie cenzurowania i należy je traktować jako realizacje zmiennej loso-

wej. Natomiast w cenzurowaniu typu II ustalona jest z góry liczba obserwacji kom-

pletnych, a przez to i liczba jednostek cenzurowanych. Obserwacja próby kończy się 

w momencie wystąpienia założonej liczby zdarzeń; czas, w którym to nastąpi, nie jest 

więc z góry znany (szerzej: Cohen 1991; Balicki 2006; Millard 2013). W zależności 

od tego, czy ustalony jest jeden moment cenzurowania, czy też jednostki są cenzuro-

wane w jednym z wielu ustalonych, kolejnych momentów, wyróżnia się cenzurowa-

nie jednoetapowe (ang. single-stage censoring) oraz cenzurowanie stopniowe, 

inaczej progresywne (ang. multiple, progressive censoring). W niniejszej pracy ana-

lizowany jest tylko przypadek cenzurowania prawostronnego i jednoetapowego. 

Jeżeli w badaniu zaplanowany jest moment zakończenia badania, wynikające 

z tego cenzurowanie prawostronne nazywane jest cenzurowaniem arbitralnym 

(ang. administrative censoring) (Rossa 2005a). Jednostki mogą mieć równy lub różny 

                                                 
granice przedziału, w którym do zdarzenia doszło. Cenzurowanie przedziałowe nie będzie rozwa-

żane w niniejszej pracy. 
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czas cenzurowania arbitralnego w zależności od tego, czy dołączały do badania 

w tym samym, czy różnym czasie kalendarzowym. Jeżeli wszystkie jednostki przy-

stępują do badania w tym samym momencie, czas cenzurowania 𝐶𝑖 = 𝑐 jest jedna-

kowy dla wszystkich jednostek i nie jest zmienną losową. Jeżeli jednostki przystępują 

do badania w różnych momentach i dodatkowo momenty przystępowania jednostek 

do badania są losowe, czas cenzurowania jest zmienną losową (szerzej: Balicki 2006; 

Jackowska 2013). 

Cenzurowanie może wystąpić także z powodów niezależnych od badacza, m.in.: 

 utraty jednostki z pola obserwacji (ang. loss to follow-up), 

 wycofania się jednostki z badania (ang. withdrawal), 

 wystąpienia zdarzeń konkurujących (ang. competing events). 

W pierwszym przypadku obserwacja jednostki jest przerywana z powodów nie-

związanych z badanym zdarzeniem. Przykładowo w badaniach społecznych zmiana 

miejsca zamieszkania jest przyczyną utraty danej osoby z obserwacji. Utrata jedno-

stek ma zwykle charakter losowy. Natomiast wycofanie się jednostki z badania to 

zwykle świadoma decyzja badanej jednostki lub badaczy, powstająca często 

w związku z narażeniem na ryzyko wystąpienia badanego zdarzenia. Przykładowo 

w badaniach medycznych pacjent przestaje być częścią obserwowanej zbiorowości 

chorych, jeśli zostanie względem niego zmieniona metoda leczenia. Jeśli zmiana ta 

jest związana z pogorszeniem lub polepszeniem jego stanu zdrowia, ze względu na 

daną chorobę, wycofanie się z badania nie jest losowe. Zdarzenia konkurujące to zda-

rzenia, których wystąpienie uniemożliwia wystąpienie zdarzenia badanego. Zdarze-

nia konkurujące mogą być zarówno niezależne od zdarzenia badanego, jak i powią-

zane z rozkładem czasu trwania do wystąpienia zdarzenia badanego. 

Większość metod analizy czasu trwania zakłada losowość oraz niezależność cen-

zurowania. Cenzurowanie losowe oznacza, że jednostki, które były cenzurowane 

w momencie t, są reprezentatywne pod względem rozkładu czasu trwania dla jedno-

stek, które dotrwały do momentu t i nie są cenzurowane, tj. intensywność (hazard) 

dla jednostek cenzurowanych jest taka sama jak dla jednostek pozostających w pró-

bie (Kleinbaum, Klein 2012). Cenzurowanie niezależne oznacza, że w dowolnie wy-

branej grupie jednostek w próbie te z jednostek, które są cenzurowane w momen-

cie 𝑡, mają taki sam rozkład czasu trwania jak jednostki z danej grupy, które pozo-

stają w próbie (Kleinbaum, Klein 2012). Cenzurowanie niezależne oznacza więc, że 

dla wyodrębnionej grupy jednostek, np. ze względu na pewną cechę inną niż czas 

trwania, cenzurowanie jest losowe w tej grupie. Cenzurowanie nieinforma-

cyjne/nieinformatywne (ang. non-informative censoring) ma miejsce wówczas, gdy 

rozkład zmiennej 𝑇 nie zawiera informacji o rozkładzie zmiennej 𝐶, i na odwrót (Kle-

inbaum, Klein 2012)5.

Cenzurowanie prowadzi do tego, że zmienna losowa 𝑇 nie jest obserwowalna, 

a jej rozkład nie jest identyfikowalny. Odtworzenie tego rozkładu jest jednak moż-

liwe, gdy przyjmie się model cenzurowania nieinformatywnego (Rossa 2005a, s. 19). 

                                                 
5 W pracy Rossa 2005a przedstawiono matematyczną definicję cenzurowania nieinformatywnego. 
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Jednym z modeli nieinformatywnych jest model cenzurowania losowego i niezależ-

nego zdefiniowany przez Efrona (1967).  

Niech 𝑇1, 𝑇2, … , 𝑇𝑛  będą czasami trwania o rozkładzie opisanym dystrybuantą 𝐹, 

funkcją trwania 𝑆 oraz funkcją gęstości 𝑓. Z kolei niech 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑛 będą niezależ-

nymi, nieobserwowalnymi zmiennymi losowymi o identycznym rozkładzie opisa-

nym dystrybuantą 𝐺, funkcją trwania 𝐺̅ oraz funkcją gęstości 𝑔. Zmienne 𝐶𝑖  są cza-

sami cenzurowania związanymi z 𝑇𝑖  (Balicki 2006, s. 76; Miller 1981, s. 4). W modelu 

losowym, niezależnym obserwowalna jest para zmiennych (𝑌𝑖 , 𝛿𝑖), taka że czas ob-

serwacji jest zmienną losową: 𝑌𝑖 = min (𝑇𝑖 , 𝐶𝑖) oraz 

 𝛿𝑖 = 𝟏(𝑇 ≤ 𝑌) = {
1 gdy 𝑇𝑖 ≤ 𝐶𝑖

0 gdy 𝑇𝑖 > 𝐶𝑖
 (1.35) 

jest zmienną wskaźnikową informującą o tym, czy obserwacja jest kompletna, czy 

cenzurowana. Zmienne losowe 𝑌𝑖  są czasami obserwacji dla poszczególnych jedno-

stek. Ze względu na to, że poszczególne jednostki mogą zaistnieć w próbie w sposób 

losowy, jak i w sposób losowy może być zakończona ich obserwacja, zmienne 𝑌𝑖  są 

traktowane jako zmienne niezależne o identycznym rozkładzie6. Stanowi to konse-

kwencję tego, że zmienne 𝑇𝑖  oraz 𝐶𝑖  są niezależne.  

 

1.3. Funkcja wiarygodności dla danych cenzurowanych 

Funkcja wiarygodności to prawdopodobieństwo otrzymania zaobserwowanej 

próby. Postać funkcji wiarygodności zależy od tego, czy chodzi o badanie kompletne, 

czy cenzurowane. Jako pierwsza zostanie przedstawiona podstawowa postać funkcji 

wiarygodności, tj. postać dla badań kompletnych (Fisz 1969). 

Niech 𝐹(𝑥) będzie dystrybuantą zmiennej losowej 𝑋. Niech dystrybuanta ta za-

leży od 𝑚 nieznanych parametrów 𝛼𝑘 (𝑘 = 1,2, … , 𝑚), które mają być oszacowane 

na podstawie próby 𝑛 elementowej (𝑥1, … , 𝑥𝑛). Dla zmiennej losowej 𝑋, która jest 

typu skokowego z prawdopodobieństwami realizacji 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) = 𝑓(𝑥𝑖), gdzie 

(𝑖 = 1,2, … , 𝑛), które są funkcjami parametrów 𝛼𝑘, oraz dla zmiennej 𝑋 typu ciągłego 

o gęstości 𝑓(𝑥), gdzie 𝑓(𝑥𝑖) są funkcjami parametrów 𝛼𝑘, funkcja wiarygodności 

(wiarogodności) próby jest dana wzorem 

 𝐿 = ∏ 𝑓(𝑥𝑖)
𝑛
𝑖=1 . (1.36) 

W badaniach cenzurowanych funkcja wiarygodności musi być zmodyfikowana ze 

względu na występowanie obserwacji cenzurowanych i niesioną przez nie niepełną 

                                                 
6 Zmienne losowe 𝑋 i 𝑌 o rozkładach określonych przez dystrybuanty, odpowiednio 𝐹1(𝑥) oraz 

𝐹2(𝑦), są niezależne, jeśli dla dowolnej pary (𝑥, 𝑦) zachodzi równość: 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝐹1(𝑥)𝐹2(𝑦), gdzie 

𝐹(𝑥, 𝑦) jest dystrybuantą zmiennej dwuwymiarowej (𝑋, 𝑌). Gdy zmienne są niezależne, rozkład wa-

runkowy jednej zmiennej jest jednakowy dla wszystkich wartości drugiej zmiennej. Innymi słowy, 

jakakolwiek uzyskana wartość jednej zmiennej nie daje żadnych informacji o rozkładzie drugiej 

zmiennej (Fisz 1969). 




